
Chapter 4

Lp 空間

§4.1 Banach 空間
定義 4.1.1 (Norm). K = C または R とする。V を K-vector space とす
る。N : V → [0, +∞) が次の (N1), (N2), (N3) の条件をみたすとき、N を
V 上の norm という。
(N1) N(x) = 0 ⇔ x = 0
(N2) x, y ∈ V に対して N(x + y) ≤ N(x) + N(y).
(N3) λ ∈ K, x ∈ V に対して N(λx) ≤ |λ|N(x).

vector space V とその上の norm N の対を normed vector space（ノルム
空間）という。
命題 4.1.2. (V, N) を normed vector space とする。このとき x, y ∈ V に対
して d(x, y) = N(x − y) と定義すれば d は V 上の距離となる。d を norm
N に付随する V 上の距離、d から決まる V 上の位相を norm N に付随す
る V 上の位相という。
定義 4.1.3 (Banach space). (V, N) を normed vector space とする。N か
ら誘導される距離 d に関して V が完備であるとき、(V, N) は Banach space
であるという。
定義 4.1.4. (X,M, µ) を測度空間とする。
(1) 1 ≤ p < +∞ に対して、

Lp(X, µ) = {f |f は X 上のM-可測関数で fp が可積分 }
とする。さらに f ∈ Lp(X, µ) に対して

||f ||p =
( ∫

X

|f |pdµ
)1/p
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とおく。
(2) f : X → R をM-可測関数とする。このとき、

||f ||∞ = inf{a|µ(|f |−1(a, +∞)) = 0}
と定義する。||f ||∞ を |f | の essential supremum という。さらに、

L∞(X, µ) = {f |f はM-可測であり ||f ||∞ < +∞}
厳密には f : X → R または f : X → C に応じて Lp(X, µ, R) と

Lp(X, µ, C) が定義される。

補題 4.1.5. (X,M, µ) を測度空間とする。
(1) p, q ≥ 1 は 1/p + 1/q = 1 をみたすとする。（p = ∞ のときは q = 1,
p = 1 のときは q = ∞ と考える。）このとき f ∈ Lp(X, µ), g ∈ Lq(X, µ) に
対して fg ∈ L1(X, µ) であり、

||fg||1 ≤ ||f ||p||g||q (4.1.1)

が成立する。
(2) 1 ≤ p ≤ ∞ とする。f, g ∈ Lp(X, µ) ならば f + g ∈ Lp(X, µ) であり、

||f + g||p ≤ ||f ||p + ||g||p. (4.1.2)

(3) 1 ≤ p ≤ ∞ とする。f, g ∈ Lp(X, µ) に対して f ∼ g ⇔ f(x) = g(x)
for µ-a.e. x ∈ X と定義すると ∼ は Lp(X, µ) 上の同値関係である。さら
に Lp(X, µ) = Lp(X, µ)/ ∼ と定義し、F ∈ Lp(X, µ) に対して F の定める
Lp(X, µ) の同値類から一つ f を選んで、||F ||p = ||f ||p とおく。この定義は
well-defined であり、|| · ||p は Lp(X, µ) の norm となる。（f : X → R と考
えているときは、Lp(X, µ) は R-vector space, f : X → C と考えているとき
は Lp(X, µ) は C-vector space である。）

(4.1.1) を Hölder の不等式、(4.1.2) を Minkowski の不等式と呼ぶ。
注意. F ∈ Lp(X, µ) と F の定める Lp(X, µ) の同値類の元 f を同一視す
ることが多い。すなわち F ∈ Lp(X, µ) は関数ではないのであるがあたかも
F : X → R のように扱うことが多い。

証明. (1) (p, q) = (1,∞) のときは µ-a.e. x ∈ X で f(x)g(x) ≤ f(x)||g||∞
より成立。
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1 < p, q < ∞ とする。このとき、任意の a, b ≥ 0 に対して

ab ≤ ap

p
+

bq

q
(4.1.3)

（c ≤ cp/p + 1/q を示し c = ab−q/p を代入する。）
いま A = ||f ||p, B = ||g||q とする。A = 0 または B = 0 のときは、µ-a.e.
x ∈ X で f(x) = 0 または µ-a.e. x ∈ X で g(x) = 0 である。よって
||fg1|| = 0 となり (4.1.1) は成立。A -= 0 かつ B -= 0 と仮定する。ここで、
a = |f(x)|/A, b = |g(x)|/B とおき、(4.1.3) に代入して積分すれば、∫

X |f(x)g(x)|dµ

AB
≤ 1

p

∫
X |f |pdµ

Ap
+

1

q

∫
X |g|qdµ

Bq
= 1

(2) f, g のかわりに |f |, |g| を考えることで f ≥ 0, g ≥ 0 としても一般性を
失わない。　 p = 1 のときは明らか。また p = ∞ のとき µ(f−1(a, +∞)) =
µ(g−1(b, +∞)) = 0 ならば µ((f + g)−1(a + b, +∞)) = 0 より成立。よって
1 < p < ∞ とする。ここで任意の t ≥ 0 に対して (1 + t)/(1 + tp)1/p ≤ C と
なる C ∈ (0, +∞) がある。よって (f(x) + g(x))p ≤ Cp(f(x)p + g(x)p). これ
より f + g ∈ Lp(X, µ). いま 1/p+ 1/q = 1 とすれば、(f + g)p−1 ∈ Lq(X, µ).
よって (4.1.1) より∫

X

(f + g)pdµ =

∫
X

(
(f + g)p−1f + (f + g)p−1g

)
dµ

= ||(f + g)p−1||q(||f ||p + ||g||p)
= ||f + g||p/q

p (||f ||p + ||g||p).

定理 4.1.6. (X,M, µ)を測度空間、1 ≤ p ≤ ∞とする。このとき (Lp(X, µ), ||·
||p) は Banach space である。

証明. ||f ||p = ||f ||, Lp(X, µ) = Lp,Lp(X, µ) = Lp と書く。
p = ∞のとき：{Fn}n≥1を L∞の Cauchy列とし、fn ∈ L∞を Fnの定める

同値類の代表元とする。いま Am,n = {x|x ∈ X, |fm(x)−fn(x)| > ||fm−fn||}
とおくと、µ(Am,n) = 0. 従って A = ∪n,m≥1Am,n とすると µ(A) = 0 で
ある。ここで任意の x ∈ A, 任意の n ≥ 1 に対して fn(x) = 0 とおいて
も一般性を失わない。このとき任意の x ∈ X, 任意の n, m ≥ 1 に対して
|fm(x)− fn(x)| ≤ ||fm − fn|| であるので、{fn(x)}n≥1 は R の Cauchy 列で
ある。f(x) = limn→∞ fn(x) と定義するとき、命題 2.2.4-(3) より f は M-
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可測。さらに {||fn||}n≥1 は R の Cauchy 列であるので任意の x ∈ X に対し
て |f(x)| ≤ supn≥1 ||fn|| < +∞. よって f ∈ L∞ である。さらに、|fn(x) −
fm(x)| ≤ ||fn−fm||でm →∞とすれば、||fn−f || ≤ lim supm→∞ ||fn−fm||.
よって n → ∞ で ||fn − f || → 0. f の属する同値類を F であらわせば、
||Fn − F || → 0 as n →∞.

1 ≤ p < ∞ のとき：Fn, fn を p = ∞ の場合と同じようにとる。いま
{fn}n≥1 の部分列である f ∈ Lp に収束するものがとれれば、{fn}n≥1 自身
が n →∞ で f に収束することに注意する。ここで、n1 < n2 < . . . で任意
の i ≥ 1 と任意の m ≥ ni に対して、

||fni − fm|| ≤ 2−i

をみたすものが帰納的に選べる。ここで gk = fnk
とおくと ||gk−gk+1|| ≤ 2−k

である。いま、

hk(x) = |g1(x)|+
k−1∑
i=1

|gi+1(x)− gi(x)|

とおくとき、{hk}k≥1 は非負の単調増大列である。いま ||hk|| ≤ ||g1|| +∑∞
i=1 ||gi+1− gi|| ≤ ||g1||+ 1 < +∞ である。よって h(x) = limk→∞ hk(x) と

おくとき、単調収束定理より（定理 2.2.7）より、h はM-可測であり、∫
X

h(x)p = lim
k→∞

∫
X

hk(x)p ≤ (||g1||+ 1)p

従って h ∈ Lp である。ここで、

gk(x) = g1(x) +
k−1∑
i=1

(gi+1(x)− gi(x))

であり、h(x) < ∞ となる x では左辺は k →∞ で絶対収束する。よって µ-
a.e. x ∈ X で gk(x)は各点収束する。その極限を gと書くとき、|g(x)| ≤ h(x)
であるから g ∈ Lp. いま、

|gn(x)− g(x)| ≤
∞∑

k=n

|gk(x)− gk+1(x)| ≤ h(x)

従って、Lebesgueの収束定理（定理 2.4.3）により、||gn−g|| → 0 as n →∞.
以上より、{fn}n≥1 の部分列で収束するものがとれた。
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命題 4.1.7. (X,M, µ) を測度空間、O を X の位相とし B(X,O) ⊆ M と
する。いま、任意の開集合 O に対して µ(O) > 0 とする。このとき f, g ∈
C(X,O) で µ-a.e. x ∈ X で f(x) = g(x) ならば任意の x ∈ X で f(x) =
g(x). とくに 1 ≤ p ≤ ∞ に対して C(X,O) ∩ Lp(X, µ) ⊆ Lp(X, µ).

証明. A = {x|x ∈ X, f(x) -= g(x)} とするとき、µ(A) = 0. いま x ∈ A に対
して f(x) -= g(x) より f(x) の近傍 U と g(x) の近傍 V を U ∩ V = ∅ とな
るようにとれる。ここで f−1(U)∩ g−1(V ) は空でない開集合であるが、任意
の y ∈ f−1(U) ∩ g−1(V ) に対して f(y) -= g(y) より f−1(U) ∩ g−1(V ) ⊆ A.
これより µ(f−1(U) ∩ g−1(V )) = 0. これは矛盾。

定義 4.1.8. (X,M, µ) = (N,P(N), #) のとき Lp(X, µ) = +p とかく。

+p = {{an}n≥1|
∞∑

n=1

|an|p < +∞}

であり {an}n≥1 ∈ +p に対して、

||{an}n≥1||p =
( ∞∑

n=1

|an|p
)1/p

である。{an}n≥1 として実数列を考えるとき +p(R) と、複素数列を考えると
きは +p(C) と書く。

§4.2 Hilbert 空間
以下 K = R or C とする。

定義 4.2.1. V を K-vector space とする。(·, ·) : V × V → K が V の内積
(inner product) であるとは、
(HS1) 任意の x ∈ V に対して (x, x) ∈ [0, +∞)であり、(x, x) = 0 ⇔ x = 0.
(HS2) 任意の x, y ∈ V に対して (x, y) = (y, x).
(HS3) 任意の a1, a2 ∈ K, 任意の f1, f2, g ∈ V に対して (a1f1 + a2f2, g) =
a1(f1, g) + a2(f2, g).
をみたすこと。V とその内積 (·, ·) の対 (V, (·, ·)) を metric vector space ま
たは pre-Hilbert space という。
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命題 4.2.2. (V, (·, ·)) を pre-Hilbert space とする。このとき、x ∈ X に対し
て ||x|| =

√
(x, x) と定義すれば || · || は V 上の norm になる。この norm

から決まる V の距離及び位相を内積 (·, ·) から決まる V 上の距離および位
相という。
定義 4.2.3. (V, (·, ·))を pre-Hilbert spaceとする。内積 (·, ·)から決まる V 上
の距離に関して V が完備であるとき (V, (·, ·)) を (K-)Hilbert space という。
例 4.2.4. (X,M, µ)を測度空間とする。このとき、f, g ∈ L2(X, µ)に対して、

(f, g) =

∫
X

f(x)g(x)dµ

と定義すると (·, ·) は L2(X, µ) の内積である。（Hölder の不等式 (4.1.1)
により fḡ ∈ L1(X, µ)）この内積から決まる norm は || · ||2 であるので、
(L2(X, µ), (·, ·)) は Hilbert space である。特に、+2(R), +2(C) の場合は、

({ai}, {bi}) =
∞∑
i=1

aibi

である。
定義 4.2.5. (V, (·, ·)) を pre-Hilbert space とする。I = N or {1, . . . , m}
(m ∈ N) とする。(ei)i∈I （ei ∈ V ) が (V, (·, ·)) の正規直交系 (orthonormal
system) であるとは、任意の i, j ∈ I に対して (ei, ei) = δij が成り立つこと
である。
命題 4.2.6. (V, (·, ·)) を pre-Hilbert space, (ei)i∈I をその正規直交系とする。
このとき、任意の x ∈ V に対して

(x, x) ≥
∞∑
i=1

|(x, ei)|2 (4.2.1)

とくに (V, (·, ·)) が Hilbert space ならば ∑∞
i=1(xi, ei)ei は収束し、その極限

を x∗ とするとき (x∗, x∗) =
∑∞

i=1 |(x, ei)|2.
(4.2.1) を Bessel の不等式という。

証明. I = N, K = R とする。任意の a1, . . . , am, b1, . . . , bm ∈ R に対して、

(
m∑

i=1

aiei,
m∑

i=1

biei) =
m∑

i=1

aibi
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である。ここで、xm =
∑m

i=1(x, ei)ei とおけば、

||x− xm||2 = (x, x)−
m∑

i=1

(x, ei)
2 = (x, x)− (xm, xm)

これより (x, x) ≤ ∑∞
i=1(x, ei)2. (V, (·, ·)) を Hilbert space とする。N ≤ n, m

ならば、
||xm − xn||2 ≤

∑
i≥N

(x, ei)
2

よって {xm}m≥1は Cauchy列であり極限をもつ。このとき (x∗, x∗) = limn→∞(xn, xn) =∑
i∈I(x, ei)2.

定理 4.2.7. (V, (·, ·)) を Hilbert space、(ei)i∈I を正規直交系とする。このと
き次の３つの条件は同値である。
(1) 任意の x ∈ V に対して x =

∑
i∈I(xi, ei)ei.

(2) 任意の x ∈ V に対して、

(x, x) =
∑
i∈I

|(xi, ei)|2 (4.2.2)

(3) U = {∑m
i=1 aiei|m ∈ I, a1, . . . , am ∈ K} が V で稠密

(4.2.2) を Parseval の等式いう。

定義 4.2.8. (V, (·, ·))を Hilbert space, (ei)i∈I をその正規直交系とする。(ei)i∈I

が定理 4.2.7 の条件のいずれかをみたすとき (ei)i∈I は (V, (·, ·)) の完全正規
直交系 (complete orthonormal system) であるという。

証明. I = N, K = R とする。x∗ =
∑∞

i=1(xi, ei)ei とおく。
(1) ⇒ (2)：命題 4.2.6 より (x∗, x∗) =

∑∞
i=1(xi, ei)2. x = x∗ より (4.2.2) が

でる。
(2) ⇒ (1)：(x− x∗, x− x∗) =

∑∞
i=1(xi, ei)2 より明らか。　

(1) ⇒ (3)：明らか
(3) ⇒ (1)：任意の i に対して (x∗, ei) = (x, ei).よって、任意の z ∈ U に対
して

(x− x∗ − z, x− x∗ − z) = (x− x∗, x− x∗) + (z, z) ≥ (x− x∗, x− x∗).

(3) より z ∈ U で上の式の左辺がいくらでも 0 に近くなるものがある。よっ
て ||x− x∗|| = 0. すなわち x = x∗.
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定理 4.2.9. separable Hilbert space は完全正規直交系を持つ。

証明. (V, (·, ·)) を separable Hilbert space とする。{xi}i∈N を V の稠密な可
算部分集合とする。（任意の i に対して xi -= 0 としても一般性を失わない。）
このとき、I および正規直交系 (ei)i∈I で任意の n 似たいして次の条件を満
たすものを帰納的に構成する。

Un を e1, . . . , en で生成される V の部分空間とするとき、x1, . . . , xn ∈ Un.
構成法：(1) n = 1 では e1 = x1/||x1|| とする。e1 ∈ U1 は明らか。

(2) n = m まで条件を満たすものが構成できたとき、
任意の k ≥ m で xm+k ∈ Un ならば I = {1, . . . , n} として終了。
そうでなければ xm+k ∈ Un となる最小の k をとり、

y = xm+k −
n∑

i=1

(xm+k, ei)ei, en+1 = y/||y||

とおく。このとき (e1, . . . , em+1) は正規直交系となり xm+1 ∈ Um+1.
n = m + 1 として (2) に戻る。

(2) の構成が無限に続くときは I = N とする。以上
この構成法によりできた (ei)i∈I に対して任意の i で xi ∈ U . {xi}i≥1 は

V で稠密より U も V で稠密。定理 4.2.7 より (ei)i∈I は V の完全正規直交
系である。
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Chapter 5

Fourier 級数

§5.1 Fourier 級数の定義
S1 = R/(2π)Zとする。L2(S1, µ, C) = L2([0, 2π], m1, C) = L2([−π, π], m1, C)
に注意。（m1は Lebesgue測度）以降この空間を L2(S1)と書く。f, g ∈ L2(S1)
に対して、

(f, g) =

∫ 2π

0

f(x)g(x)dx

と定義する。L2(S1) は (·, ·) を内積とする Hilbert space である。
ここで m = 0, 1, 2, . . . ,∞ に対して

Cm(S1) = {f |f : S1 → C, f は Cm 級 }
（C0 級 = 連続）さらに、

Cm
P (R) = {f |f : R → C, f は 2π を周期とする周期関数で Cm 級 }

とおく。このとき、Cm(S1) と Cm
P (R) は同一視できる。また、Cm(S1) ⊆

L2(S1, m1).

命題 5.1.1. n ∈ Z に対して

ϕn(x) =
einx

√
2π

と定義する。ただし n = 0 のときは ϕ0(x) = (2π)−1/2 とする。このとき
{ϕn}n∈Z は L2(S1) の正規直交系である。
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定義 5.1.2. f ∈ L1(S1) = L1([0, 2π]) とする。n ∈ Z に対して、

Fn(f) =
1

2π

∫ 2π

0

f(t)e−intdt

とおき、 ∑
n∈Z

Fn(f)einx

を f の（形式的）Fourier 級数展開という。

補題 5.1.3. f ∈ L2(S1) のとき f の Fourier 級数展開は L2(S) では収束し、∫ 2π

0

|f(x)|2dx ≥ 2π
∑
n∈Z

Fn(f)2 (5.1.1)

証明. f ∈ L2(S1, m1) のときは Fn(f) =
√

2π(f, ϕn) かつ Fn(f)einx =
(f, ϕn)ϕn である。命題 5.1.1 より {ϕn}n∈Z は L2(S1) の 正規直交系であ
る。よって命題 4.2.6 より補題が示される。

(5.1.1) も Bessel の不等式と呼ばれる。
n ∈ N に対して

an(f) =
1

π

∫ 2π

0

f(t)cos(nt)dt, bn(f) =
1

π

∫ 2π

0

f(t)sin(nt)dt

とおくとき

Fn(f)einx + F−n(f)e−inx = an(f) cos nx + bn(f) sin nx

であるので、形式的 Fourier 級数展開は、

1

2π

∫ 2π

0

f(t)dt +
∑
n≥1

an(f) cos nx +
∑
n≥1

bn(f) sin nx

と書くこともできる。ここで

(
1√
2π

,
1√
π

cos nx,
1√
π

sin nx)n∈N

も L2(S1) の正規直交系であることに注意。
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§5.2 Fourier 級数の収束１
Fourier 級数∑

n∈Z Fn(f)einx の収束は、∑
i∈Z(f, ϕn)ϕn の収束にほかならな

い。いま
SN(f) =

∑
n:|n|≤N

Fn(f)einx =
∑

n:|n|≤N

(f, ϕn)ϕn

と定義する。このとき、

(f, ϕn)ϕn =
1

2π

∫ 2π

0

f(t)ϕn(x− t)dt =
1

2π

∫ 2π

0

f(x− t)ϕn(t)dt

である。ここで、 ∑
|n|≤N

ϕn(t) =
cos Nx− cos (N + 1)x

1− cos x

よって、

SN(f)(x) =
1

2π

∫ 2π

0

f(x− t)
cos Nx− cos (N + 1)x

1− cos x
dt. (5.2.1)

である。

定理 5.2.1 (Fejérの定理). f ∈ C0(S1)とする。いま σN(f) = N−1
∑N−1

k=0 Sk(f)
とおけば σN(f) は f に S1 上 N →∞ で一様収束する。
無限級数∑

n≥1 an に対して、SN =
∑N

n=1 an, σN = N−1
∑N

n=1 Sn とおく。
このとき S ∈ C に対して

S =
∑
n≥1

an ⇔ lim
n→∞

Sn = S ⇒ lim
n→∞

σN = S

このとき最後の ⇐ の逆は成り立たない。たとえば、an = (−1)n のとき、
N → ∞ で σN → 0 であるが、∑

n≥1 an は収束しない。一般に N → ∞ で
σN → S となるとき、S を ∑

n≥1 an の Cesàro の意味の和（Cesàro mean,
Cesàro の総和法による和）という。

証明. (5.2.1) より、

σN(f)(x) =
1

2πN

∫ π

−π

f(x− t)
1− cos Nt

1− cos t
dt (5.2.2)
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とくに f = 1 のときは、

σN(1) = 1 =
1

2πN

∫ π

−π

1− cos Nt

1− cos t
dt

したがって、

σN(f)(x)− f(x) =
1

2πN

∫ π

−π

(f(x− t)− f(x))
1− cos Nt

1− cos t
dt

である。いま f ∈ C0(S1)より f は一様連続であるので、任意の ε > 0に対し
てある δ > 0があって |t| < δ ならば任意の xに対して |f(x− t)−f(x)| < ε.
よって、

1

2πN

∫ δ

−δ

|f(x− t)− f(x)|1− cos Nt

1− cos t
dt ≤ ε

2πN

∫ π

−π

1− cos Nt

1− cos t
dt ≤ ε.

また δ ≤ |t| ≤ π では (1 − cos Nt)/(1 − cos t) ≤ 2/(1 − cos δ). さらに
|f(x− t)− f(x)| ≤ 2||f ||∞. よって、

1

2πN

∫ π

δ

|f(x− t)− f(x)|1− cos Nt

1− cos t
dt ≤ 2||f ||∞

πN(1− cos δ)∫ δ

−π についても同様の評価が成り立つので、

|σN(f)(x)− f(x)| ≤ ε +
4||f ||∞

πN(1− cos δ)
.

N を十分大きくとれば、

|σN(f)(x)− f(x)| ≤ 2ε

である。従って、σN(f) は N →∞ で f に一様収束する。

系 5.2.2. (ϕn)n∈Z は L2(S1) の完全正規直交系である。すなわち任意の f ∈
L2(S1) に対して ∑

n∈Z Fn(f)einx は L2(S1) で収束し f に等しい。

証明. U = {∑|n|≤m anϕn|m ≥ 0, an ∈ C} とおくとき、U は C0(S1) にお
いて || · ||∞ に関して稠密である。いま C0(S1) ⊆ L2(S1) であり || · ||2 ≤
(2π)−1/2|| · ||∞ より U は C0(S1) において || · ||2 に関して稠密である。さら
に定理 3.1.1 及び 3.1.6 より、任意の f ∈ L2(S1) と任意の ε > 0 に対して、
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∫ 2π

0 |f 2 −G|dx < ε となる G ∈ C0(S1) が存在する。ここで f ≥ 0 とすると
き G ≥ 0 としてもよい。このとき g = G1/2 とすると、

|f − g|2 ≤ |f − g||f + g| = |f 2 −G|
従って ||f − g||2 ≤ ε. 一般の f ∈ L2(S1) についても f+, f− に分解すること
で、C0(S1)が L2(S1)で稠密であることが分かる。以上より、U は L2(S1)で
稠密であり定理 4.2.7より (ϕn)n∈Z は L2(S1)の完全正規直交基底になる。

系 5.2.3 (Weierstrass の多項式近似定理).

C([0, 1]) = {f |f : [0, 1] → C, f は [0, 1] 上連続 }
とする。多項式の全体は C([0, 1]) で || · ||∞ に関して稠密である。すなわち任
意の f ∈ C([0, 1]) に対して f に n →∞ で一様収束する多項式の列 {fn}n≥1

が存在する。

証明. f ∈ C([0, 1]) に対して、F ∈ C0(S1) で F |[0,1] = f となるものが存在
する。ここで、ϕn はそのベキ級数展開を考えれば [0, 1] 上多項式で一様に
近似できる。従って σN(F ) は [0, 1] 上多項式で近似できる。定理 5.2.1 より
σN(F ) は F に N →∞ で一様収束するのだから f は [0, 1] 上多項式で一様
に近似できる。

§5.3 Fourier 級数の収束2

定理 5.3.1. f ∈ C2(S1) とするとき、任意の N ≥ 1 に対して

||SN(f)− f ||∞ ≤ 1

Nπ
||f ′′||1

特に SN(f) は f に N →∞ で一様収束する。
補題 5.3.2. f ∈ C1([0, 2π]) ならば、

Fn(f ′) =
(f(2π)− f(0))

2π
+ inFn(f)

f ∈ C2([0, 2π]) ならば

Fn(f ′′) =
(f ′(2π)− f ′(0))

2π
+

in(f(2π)− f(0))

2π
− n2Fn(f)
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定理 5.3.1 の証明. 補題 5.3.2 より

n2|Fn(f)| = |Fn(f ′′)| ≤ ||f ′′||1
2π

従って、 ∑
|n|≥N+1

|Fn(f)| ≤ ||f ′′||1
π

∫ ∞

N

1

x2
dx ≤ ||f ′′||1

Nπ

これより SN(f) は N → ∞ で絶対一様収束する。いま SN(f) は N → ∞
で f に L2(S1) で収束しており f は連続なので、SN(f) の一様収束極限は
f に等しい。よって、

|SN(f)− f(x)| ≤
∑

|n|≥N+1

|Fn(f)| ≤ ||f ′′||1
Nπ

定理 5.3.3. f ∈ C1(S1) とする。このとき SN(f) は N →∞ で f に絶対一
様収束する。

証明. 補題 5.3.2 より F (f ′) = inFn(f). いま f ′ ∈ L2(S1) であるので、∑
n≥1

F (f ′)2 =
∑
n≥1

n2Fn(f)2 < +∞.

相加相乗平均の関係より、

|Fn(f)| ≤ 1

2

( 1

n2
+ n2Fn(f)2

)
.

これらより ∑
n∈Z |Fn(f)| < +∞. 優級数が収束するので、∑

n∈Z Fn(f)einx

は絶対収束する。あとは定理 5.3.3 の証明と同様

じつはある定数 C > 0 があって、任意の f ∈ C1(S1) および任意の N に
対して、

||SN(f)− f ||∞ ≤ C||f ′||∞√
N

が成立する。
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定理 5.3.4. f ∈ L2(S1)とする。x ∈ S1 に対して f(x±0) = lima→±0 f(x+a)
（複号同順）が存在し、さらに

f ′(x± 0) = lim
h→±0

f(x + h)− f(x)

h

（複号同順）が存在するとき、

lim
N→∞

SN(f)(x) =
f(x + 0) + f(x− 0)

2
.

証明. DN(x) = sin (N + 1/2)x/ sin x/2 とおくと (5.2.1) より

SN(f)(x) =
1

2π

∫ π

−π

f(x− y)DN(y)dy

である。いま SN(1) = 1 であり、DN は偶関数なので、

1

2π

∫ π

0

DN(y)dy =
1

2π

∫ 0

−π

DN(y)dy =
1

2
(5.3.1)

ここで g を

g(y) =
1

sin 1
2y

{
f(x− y)− f(x + 0) y ∈ [−π, 0] のとき,

f(x− y)− f(x− 0) y ∈ (0, π] のとき.

とおけば、(5.3.1) より

1

2π

∫ π

−π

g(y) sin (N + 1/2)ydy = SN(f)(x)− f(x + 0) + f(x− 0)

2
. (5.3.2)

ここで

lim
y→±0

g(y) = lim
y→±0

y

sin 1
2y

f(x− y)− f(x∓ 0)

y
= −2f ′(x∓ 0).

よってある δ ∈ (0, π) に対して |g(y)| は |y| ≤ δ で有界である。さらに
δ ≤ |y| ≤ π では | sin 1

2y| ≥ sin δ
2 であるから、

|g(y)| ≤ |f(x− y)|+ |f(x± 0)|
sin δ

2
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これより g(y) ∈ L2(S1). ここで h1(y) = g(y) cos 1
2y, h2(y) = g(y) sin 1

2y とお
けば h1, h2 ∈ L1(S1) であり、
1

2π

∫ π

−π

g(y) sin (N + 1/2)ydy =
1

2π

∫ π

−π

h2(y) cos Ny+
1

2π

∫ π

−π

h1(y) sin Nydy

(5.3.3)
aN = 1

2π

∫ π

−π h1(y) sin Nydy, bN = 1
2π

∫ π

−π h2(y) cos Nydy とおくと、|aN | ≤
|FN(h1)|, |bN | ≤ |FN(h2)|. いま h1, h2 ∈ L2(S1) より limN→∞ FN(hi) = 0 で
あるので、limN→∞ aN = limN→∞ bN = 0. (5.3.2) と (5.3.3) より証明ができ
た。

DN を Dirichlet 核と呼ぶ。

§5.4 Gibbs の現象

Φ(x) =


−π − x x ∈ [−π, 0),

π − x x ∈ (0, π],

0 x = 0

と定義する。このとき、Φ(x) の Fourier 級数展開は、

2
∑
n∈N

sin nx

n

である。いま、

ΦN(x) = SN(Φ)(x) = 2
N∑

n=1

sin nx

n

とおくと、定理 5.3.4 により ΦN(x) は Φ(x) に N → ∞ で各点収束する。
いま、

Φ′N(x) = 2
N∑

n=1

cos nx = 2
cos

(
N+1

2 x
)
sin N

2 x

sin x
2

これより x = π/(N + 1) で ΦN は最大値をとることが分かる。N →∞ で

ΦN

( π

N + 1

)
= 2

N∑
n=1

1

N + 1

N + 1

n
sin

( n

N + 1

)
→

2

∫ 1

0

sin πx

x
dx = 2

∫ π

0

sin x

x
dx
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いま x ∈ (0, π) で sin x/x > 1− x/π より、

lim
N→∞

ΦN

( π

N + 1

)
= 2

∫ π

0

sin x

x
dx > 2

∫ π

0

(1− x

π
)tdx = π.

同様に
lim

N→∞
ΦN

( −π

N + 1

)
= −2

∫ π

0

sin x

x
dx < −π.

定理 5.4.1. f : S1 → C は区分的に C1 級とする。すなわちある 0 = x0 <
x1 < . . . < xm = 2π と [xk−1, xk] 上 C1 級の fk : [xk−1, xk] → C があって、
任意の k に対して x ∈ (xk−1, xk) ならば f(x) = fk(x) となる。このとき
(a) 任意の x に対して limN→∞ SN(f)(x) = f(x).
(b) [a, b] 上で f が連続ならば SN(f) は [a, b] 上 N →∞ で f に一様収束
する。
(c) 任意の x に対して

lim
N→∞

SN(f)
(
x± π

N + 1
) =

f(x + 0) + f(x− 0)

2
± f(x + 0)− f(x− 0)

2
G∗,

（複号同順）ただし
G∗ =

2

π

∫ π

0

sin y

y
dy > 1.

特に f(x + 0) > f(x− 0) のときは limN→∞ SN(f)
(
x + π

N+1) > f(x + 0).

(c) の事実を Gibbs の現象 (Gibbs phenomena) という。特に Fourier 級
数展開は不連続点を含む区間上では必ず一様収束しない。

補題 5.4.2. 0 < a < b < 2π とするとき ΦN は [a, b] 上 Φ に一様収束する。

証明. g(x) = x/ sin(x/2) とおく。x ∈ (0, 2π) に対して、

ΦN(x)− Φ(x) =
1

2π

∫ 2π

0

(Φ(x− y)− Φ(x))DN(y)dy

=
1

2π

∫ x

x−2π

g(y) sin (N +
1

2
)ydy

=
1

2π

([− g(y)
cos

(
N + 1

2

)
y

N + 1
2

]x

x−2π
+

∫ x

x−2π

g′(y)
cos (N + 1

2)y

N + 1
2

dy
)

=
1

2π(N + 1
2)

(
− 2π

cos (N + 1
2)x

sin x
2

+

∫ x

x−2π

g′(y) cos (N +
1

2
)ydy

)
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ここでM = infy∈[a,b] sin
x
2 , L = supy∈[a−2π,b] |g′(y)|とするときM, L ∈ (0, +∞)

であり
|ΦN(x)− Φ(x)| ≤ 1

N + 1
2

( 1

M
+ L

)
よって [a, b] 上 ΦN は Φ に N →∞ で一様収束する。
定理 5.4.1 の証明. f の不連続点の全体を {c1, . . . , cm}, k = 1, . . . , m に対し
て Ak = f(ck + 0)− f(ck − 0) とおくとき、

f(x) = h(x) +
m∑

k=1

Ak

2π
Φ(x− ck)

と書ける。ただし h は h ∈ C0(S1) で区分的に C1 級の関数である。これ
より

SN(f)(x) = SN(h)(x) +
m∑

k=1

Ak

2π
SN(Φ)(x− ck)

定理 5.3.3 及び 5.3.4 により任意の x で N → ∞ のとき SN(h)(x) →
h(x), SN(Φ)(x) → Φ(x) より SN(f)(x) → f(x). よって (a).
いま SN(h) は S1 上 N → ∞ で h に一様収束。また [a, b] が不連続点を
含まないなら補題 5.4.2 より任意の k に対して [a, b] 上 SN(Φ)(x − ck) は
Φ(x− ck) に N →∞ で一様収束する。従って SN(f) は [a, b] 上 N →∞ で
f に一様収束する。よって (b).
x で f が連続のとき、x の十分小さな近傍で SN(f) は f に N → ∞ で
一様収束する。よって limN→∞ SN(f)

(
x ± π

N+1) = f(x). x = ck のとき、
Hk(x) = h(x) +

∑
j:j ,=k

Aj

2π Φ(x − cj) とおくと Hk は ck で連続。(b) より
limN→∞ SN(Hk)

(
ck ± π

N+1) = Hk(ck) = (f(ck + 0) + f(ck − 0))/2. これより
N →∞ で

SN(f)
(
x± π

N + 1

)
= SN(Hk)

(
x± π

N + 1

)
+

Ak

2π
ΦN

(
x± π

N + 1

)
→ f(ck − 0) + f(ck + 0)

2
+

Ak

2

2

π

∫ π

0

sin y

y
dy
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Chapter 6

Fourier 変換

§6.1 Convolution

定理 6.1.1. p ∈ [1,∞] とする。f ∈ Lp(Rn), g ∈ L1(Rn) に対して

(f ∗ g)(x) =

∫
Rn

f(x− y)g(y)dy

（ただし dy = dµ(y) の意味）とおくとき、f ∗ g ∈ Lp(Rn) であり、

||f ∗ g||p ≤ ||f ||p||g||1 (6.1.1)

が成り立つ。
注意. 以降、簡単のため n次元 Lebesgue測度 µnに関する積分

∫
Rn f(x)dµ(x)

を
∫

f(x)dx と書く。また 「µn-a.e.」 を単に 「a.e.」と書く。
補題 6.1.2. f : Rn → C は B(Rn)-可測とする。このとき F (x, y) = f(x− y)
は F : R2n → C として B(R2n)-可測である。
証明. F = {A|A ⊆ Rn, χA(x− y) が B(R2n)-可測 } とおく。A を開集合と
すると、χA(x− y) = χÃ(x, y), ただし Ã = {(x, y)|x− y ∈ A}. ここで Ã は
開集合であるので A ∈ F . ここで F は σ-加法族であるので F ⊇ B(Rn). こ
れより f が B(Rn) に関する単関数のときは O. K. 一般の可測関数 f は単関
数の各点収束極限で表されるので命題 2.2.4-(3) よりこの場合も O. K.

定理 6.1.1 の証明. p = ∞ のときは∫
|f(x− y)||g(y)|dy ≤ ||f ||∞

∫
|g(y)|dy
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より明らか。1 < p < ∞ とする。いま∫ (∫
|f(x− y)|p|g(y)|dx

)
dy = ||f ||pp||g||1 (6.1.2)

であるので、Fubiniの定理（定理 2.7.2）より
∫ |f(x−y)|p|g(y)|dy は x ∈ Rn

を変数とする関数として a. e. x ∈ Rn で有界であり B(Rn)-可測である。と
くに Fx(y) = |f(x − y)||g(y)|1/p とおけば a.e.x ∈ Rn で Fx ∈ Lp(Rn) であ
る。 ここで、Hölder の不等式 (4.1.1) より、q を 1/p + 1/q = 1 をみたすよ
うに選べば、∫

|f(x− y)||g(y)|dy =

∫
Fx(y)|g(y)|1/qdy ≤ ||Fx||p||g||1/q

1

=
( ∫

|f(x− y)|p|g(y)|dy
)1/p||g||1/q

1 .

これを p 乗して x に関して積分して (6.1.2) を用いれば (6.1.1) が得られ
る。

f ∗ g を f と g の convolution（畳み込み）という。
m = 0, 1, . . . ,∞ に対して

Cm
c (Rn) = {f |f : Rn → C, f は Cm 級かつ台コンパクト }

とする。特に m = 0 のとき C0
c (Rn) = Cc(Rn) と書く。

定理 6.1.3. ϕ : Rn → [0, +∞) は可測かつ可積分であり、
∫

Rn ϕ(x)dx = 1 を
みたすとする。t > 0 に対して ϕt(x) = t−nϕ(x/t) と定義する。p ∈ (1,∞)
とすると、任意の f ∈ Lp(Rn) に対して、||f ∗ ϕt||p ≤ ||f ||p であり t ↓ 0 で
||f ∗ ϕt − f ||p → 0 である。

補題 6.1.4. ϕ は定理 6.1.3 と同じ条件をみたすとする。いま f : Rn → C は
R 上一様連続であり、f ∈ L∞(Rn) とする。このとき Rn 上 t ↓ 0 で f ∗ ϕt

は f に一様収束する。

証明.
∫

ϕt(x)dx = 1 に注意すれば

f ∗ ϕt(x)− f(x) =

∫
(f(x− y)− f(x))ϕt(y)dy
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f は Rn 上一様連続であるから任意の ε > 0 に対してある δ > 0 がとれて任
意の x, y に対して |x − y| > δ ならば |f(x) − f(y)| < ε が成り立つ。これ
より、

|f∗ϕt(x)−f(x)| ≤ ε+

∫
|y|≥δ

|f(x−y)−f(x)|ϕt(y)dy ≤ ε+2||f ||∞
∫
|z|≥δ/t

ϕ(z)dz

limt→∞
∫
|z|≥δ/t ϕ(z)dz = 0 より t が十分小さいなら |f ∗ ϕt(x) − f(x)| < 2ε.

（t の選び方は x によらないことに注意）よって f ∗ ϕt は f に一様収束す
る。

定理 6.1.3 の証明. Step 1: f, ϕ ともに台コンパクトで f が連続のとき
r > 0 に対して Dr(x) = {y|y ∈ Rn, |x − y| ≤ r} とおく。いま supp f ⊆
Dr(0), supp ϕ ⊆ Dr(0) とする。このとき、supp ϕt = Dtr(0). よって、f(x−
y)g(y) -= 0ならば x ∈ Dr(x)∩Dtr(0). いま |x| ≥ 2r, 0 < t < 1ならば任意の
y に関して f(x−y)g(y) = 0. よって、0 < t < 1のとき supp f ∗ ϕt ⊆ D2r(0).
ここで補題 6.1.4 より f ∗ ϕt は D2r(0) 上では f に一様収束する。よって
t ↓ 0 で∫

Rn

|f ∗ ϕt(x)− f(x)|pdx =

∫
D2r(0)

|f ∗ ϕt(x)− f(x)|pdx → 0.

Step 2: 一般の場合
Cc(Rn)は Lp(Rn)で稠密であるから任意の f ∈ Lp(Rn)に対して、{fn}n≥1 ⊂
Cc(Rn)で n →∞で ||f −fn||p → 0となるものがとれる。さらに、ϕに対し
て、ϕn(x) = ϕ(x)χDn(0)/

∫
Dn(0) ϕ(y)dy とおくとき n →∞で ||ϕ−ϕn||1 → 0

である。ここで、

||f ∗ ϕt − f ||
≤||f ∗ ϕt − fn ∗ ϕt||p + ||fn ∗ ϕt − fn ∗ ϕn

t ||p + ||fn ∗ ϕn
t − fn||p + ||fn − f ||p

≤||f − fn||p||ϕt||1 + ||fn||p||ϕt − ϕn
t ||1 + ||fn ∗ ϕn

t − fn||p + ||f − fn||p
≤2||f − fn||p + M ||ϕ− ϕn||+ ||fn ∗ ϕn

t − fn||p
ただし M = supn≥1 ||fn||p. ここで n を十分大きくとれば、2||f − fn||p +
M ||ϕ−ϕn||1 < ε/2. 次に Step 1 の結果より n を固定して t を十分小さくと
れば ||fn ∗ϕn

t −fn||p < ε/2. したがって tが十分小さければ ||f ∗ϕt−f ||p < ε.
以上より t ↓ 0 で ||f − fn||p → 0.
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§6.2 Schwartz 空間
N∗ = N ∪ {0} とする。
記号. n ∈ N とする。α = (α1, . . . , αn) ∈ (N∗)n に対して、

xα = x1
α1x2

α2 · · ·xn
αn

Dαf =
∂|α|f

∂x1
α1∂x2

α2 · · · ∂xn
αn

とおく。ただし |α| = ∑n
j=1 αj である。

とくに α = (0, . . . , 0) のときは Dαf = f, xα = 1 である。

定義 6.2.1. f ∈ C∞(Rn) とする。α, β ∈ (N∗)n に対して、

|f |α,β = sup
x∈Rn

|Dαf(x)||xβ|

と定義する。さらに

S = {f |f ∈ C∞(Rn),任意の α, β ∈ (N∗)n に対して |f |α,β < +∞}
S を Schwartz空間という。f ∈ S を急減少関数 (rapidly decreasing functions)
という。

明らかに C∞
c (Rn) ⊆ S.また任意の p ∈ [1,∞] に対して S ⊆ Lp(Rn).

例 6.2.2. e−|x|2 ∈ S.

命題 6.2.3. S は通常の関数の和およびスカラー倍に対してベクトル空間を
なす。さらに f, g ∈ S ならば fg ∈ S である。また h を多項式とするとき、
f ∈ S ならば hf ∈ S である。
定理 6.2.4. ϕ ∈ Sであり任意の x ∈ Rn に対して ϕ(x) ≥ 0 かつ

∫
ϕ(x)dx =

1 とする。いま ϕt(x) = t−nϕ(x/t) とおく。p ∈ [1,∞) ならば任意の f ∈
Lp(Rn) に対して

lim
t↓0

||f ∗ ϕt − f ||p = 0.

さらに任意の t > 0, f ∈ Lp(Rn) に対して f ∗ ϕt ∈ C∞(Rn) である。

証明. limt↓0 ||f ∗ϕt− f ||p = 0 は定理 6.1.3 より。f ∗ϕt ∈ C∞(Rn) は次の補
題による。
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例 6.2.5. 定理の条件をみたす ϕ としては、
1

πn/2
e−|x|

2

また、台コンパクトな例として（n = 1 の場合）

k(x) =

{
c exp

(
−1

1−|x|2
)

(|x| < 1),

0 (|x| ≥ 1).

がある。（定数 c は
∫

k(x)dx = 1 となるように選ぶ。）ϕ が台コンパクトな
とき {ϕt}t>0 を modifier（軟化子）という。
補題 6.2.6. p ∈ [0,∞] とする。任意の f ∈ Lp(Rn) と任意の g ∈ S に対し
て f ∗ g ∈ C∞(Rn) である。さらに任意の α ∈ (N∗)n に対して

Dα(f ∗ g) = f ∗ (Dαg)

証明. 簡単のため n = 1 の場合に示す。いま変数変換をおこなえば、

(f ∗ g)(x) =

∫
g(x− y)f(y)dy

である。q ≥ 1 を 1/p + 1/q = 1 となるようにとる。ここで、G(x) =
supy∈[x−1,x+1] |g′(y)|とする。いま g ∈ S より、c = supx∈R |g′(x)(1+x2)| < ∞.
これより

H(x) =


1 (|x| ≤ 1)

1
1+|x−1|2 (x ≥ 1)

1
1+|x+1|2 (x ≤ −1)

とおけば 0 ≤ G(x) ≤ cH(x) となる。ここで H ∈ Lq(R) であるので Hölder
の不等式より H(x− y)f(y) は y に関して可積分である。さていま

(f ∗ g)(x + h)− (f ∗ g)(x)

h
=

∫
g(x + h− y)− g(x− y)

h
f(y)dy (6.2.1)

であり、平均値の定理より |h| ≤ 1 ならば、ある θ ∈ (0, 1) に対して∣∣g(x + h− y)− g(x− y)

h

∣∣ = |g′(x + θh− y)| ≤ G(x− y) ≤ cH(x− y)

Lebesgue の収束定理（定理 2.4.3）により、(6.2.1) で h → 0 とすれば、(f ∗
g)′(x) = (f∗g′)(x). g′ ∈ S より同じ議論を繰り返せば (f∗g)′′(x) = (f∗g′′)(x).
以下帰納的にこの補題が示される。
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系 6.2.7. p ∈ [1,∞) とする。このとき C∞
c (Rn) は Lp(Rn) で稠密である。

とくに S は Lp(Rn) の稠密な部分空間である。
証明. 定理 6.2.4 の条件をみたす ϕ ∈ S で台コンパクトなものを選ぶ。f ∈
Lp(Rn) が台コンパクトならば f ∗ ϕt も台コンパクトである。定理 6.2.4 よ
り f ∗ ϕt ∈ C∞

c (Rn) であり、t ↓ 0 で ||f ∗ ϕt − f ||p → 0. よって、C∞
c (Rn)

は Lp
c(Rn) = {f |f ∈ Lp(Rn), f は台コンパクト }で稠密である。いま Lp

c(Rn)
は Lp(Rn) で稠密より系が示された。

§6.3 Fourier 変換
f : Rn → C とする。次の積分を考える。

(Fnf)(x) =
1

(2π)n/2

∫
Rn

f(y)e−ixydy (6.3.1)

（ただし、xy は x と y の Rn での標準的な内積を表す。すなわち、x =
(xj)n

j=1, y = (yj)n
j=1 のとき xy =

∑n
j=1 xjyj である。）もちろん (6.3.1) の積

分が意味を持つ（±∞ も含めて値をもつ）ときにしか、(Fnf)(x) は定義で
きない。特に、すべての x ∈ Rn で (Fnf)(x) が意味を持つとき Fnf を f
の Fourier 変換という。混乱がおこらない時には Fn を F と書く。また簡単
のため f̂ = Ff と書く。f(x1, . . . , xn) = f1(x1) · · · fn(xn) で fj : R → C が
Borel 可測のときは Fubini の定理により、

(Fnf)(x1, . . . , xn) = (F1f1)(x1) · · · (Fnfn)(xn) (6.3.2)

である。
例 6.3.1. f(x) = e−t|x|2 とするとき、

(Ff)(x) =
1

(2t)n/2
e−

|x|2
4t

である。なぜなら、e−t|x|2 = e−tx2
1· · ·e−tx2

n であるから、(6.3.2) より、n = 1
の場合を示せばよい。いま、∫ +∞

−∞
exp (−ty2 − ixy)dy = e−

x2

4t

∫ +∞

−∞
exp−

(√
ty +

ix

2
√

t

)2

dy

=
1√
t
e−

x2

4t

∫ +∞

−∞
exp−

(
z +

ix

2
√

t

)2

dz
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いま ∫ +∞

−∞
exp−

(
z +

ix

2
√

t

)2

dz =

∫ +∞

−∞
e−z2

dz =
√

π.

以上より n = 1 のときに示された。

m = 0, 1, . . . ,∞ に対して、
Cm

0 (Rn) = {f |f : Rn → C, f は Cm 級, lim
|x|→∞

f(x) = 0}

ただし lim|x|→∞ f(x) = 0 の厳密な定義は limr→∞ sup|x|≥r |f(x)| = 0 である。

補題 6.3.2. (1) f ∈ L1 ならば Ff ∈ C(Rn)∩L∞ で ||Ff ||∞ ≤ (2π)−n/2||f ||1.
(2) f ∈ C1

0 ∩ L1 かつ ∂f
∂xk

∈ L1 ならば

F(
∂f

∂xk
) = ixkFf (6.3.3)

(3) f ∈ L1 かつ xkf ∈ L1 ならば Ff は任意の x で xk-偏微分可能であり、

F(xkf) = i
∂

∂xk
Ff (6.3.4)

(4) f, g ∈ L1 とするとき、

F(f ∗ g) = (2π)n/2Ff · Fg (6.3.5)

証明. (1) (6.3.1) より任意の x ∈ Rn で |(Ff)(x)| ≤ (2π)−n/2||f ||1 は明ら
か。いま m → ∞ で xm → x とする。このとき f(y)e−ixmy → f(y)e−ixy で
あり、|f(y)e−ixmy| ≤ |f(y)|. よって Lebesgue の収束定理（定理 2.4.3）を用
いれば m →∞ で (Ff)(xm) → (Ff)(x). 従って Ff は連続である。
(2) k = 1 として一般性を失わない。g = ∂f

∂x1
とおくとき∫ +∞

−∞
f(y)x1e

−xydy1 = i

∫ +∞

−∞
f(y)

∂e−ixy

∂y1
dy1 = −i

∫ +∞

−∞
g(y)e−ixydy1

である。これを y2, . . . , yn に関して積分すれば

x1Ff = −iF(
∂f

∂x1
).
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(3) k = 1 として一般性を失わない。Ff を x2, . . . , xn を固定して x1 の関
数と考えたものを F (x1) と書く。このとき

F (x1 + h)− F (x1)

h
=

∫
Rn

f(y)e−ixy e−ihy1 − 1

h
dy (6.3.6)

任意の θ ∈ Rに対して |e−iθ−1| ≤ |θ|であるので、|f(y)e−ixy(e−hy1−1)/h| ≤
|y1f(y)|. x1f ∈ L1であるので Lebesgueの収束定理（定理 2.4.3により (6.3.6)
で h → 0 とすれば、(6.3.4) が得られる。
(4) f(y)g(y − z)e−ixz は dydz-可積分であるので Fubini の定理により、

F(f ∗ g)(x) =
1

(2π)n/2

∫ ∫
f(y)g(z − y)e−ixzdydz

=
1

(2π)n/2

∫ ∫
(f(y)e−ixy)(g(z − y)e−ix(z−y)dzdy

= (2π)n/2(Ff)(x)(Fg)(x)

定理 6.3.3. f ∈ L1 ならば Ff ∈ C0 ∩L∞ で ||Ff ||∞ ≤ (2π)−n/2||f ||1. 特に
lim
|x|→∞

(Ff)(x) = 0 (6.3.7)

(6.3.7) の事実は Riemann-Lebesgue の補題と呼ばれる。
証明. (6.3.7) 2 つの Step に分けておこなう。
Step 1: f ∈ C∞

c のとき
補題 6.3.2-(2) より f ∈ C∞

c に対して、
F(∆f) = −|x|2Ff

だたし ∆f = ∂2f
∂x1

2 + · · ·+ ∂2f
∂xn

2 . 従って、補題 6.3.2-(1) より

|(Ff)(x)| ≤ (2π)−n/2|x|−2||∆f ||1
これより (6.3.7) が成立する。
Step 2: 一般の f ∈ L1 のとき
系 6.2.7 より C∞

c は L1 で稠密であるから、任意の ε > 0 に対して g ∈ C∞
c

を ||g − f ||1 ≤ ε/2 をみたすように選べる。いま、
|(Ff)(x)| ≤ |(Fg)(x)|+ ||f − g||1

|x|が十分大きいならば、Step 1より |(Fg)(x)| < ε/2. このとき |(Ff)(x)| <
ε. 以上より (6.3.7) が示された。
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§6.4 逆 Fourier 変換
F の定義と同様に、f ∈ L1 に対して、

(Gf)(x) =
1

(2π)n/2

∫
Rn

f(y)eixydy

と定義する。明らかに (Gf)(x) = (Ff)(−x) である。よって補題 6.3.2 およ
び定理 6.3.3と同様の証明で次のことが示される。

補題 6.4.1. (1) f ∈ L1 ならば Gf ∈ C0(Rn)∩L∞ で ||Gf ||∞ ≤ (2π)−n/2||f ||1.
(2) f ∈ C1

0 ∩ L1 かつ ∂f
∂xk

∈ L1 ならば

G(
∂f

∂xk
) = −ixkGf (6.4.1)

(3) f ∈ L1 かつ xkf ∈ L1 ならば Gf は任意の x で xk-偏微分可能であり、

G(xkf) = −i
∂

∂xk
Gf (6.4.2)

(4) f, g ∈ L1 ならば

G(f ∗ g) = (2π)n/2Gf · Gg (6.4.3)

定理 6.4.2. f ∈ L1 かつ f̂ ∈ L1 ならば f ∈ C0 であり、任意の x ∈ Rn で
(G(Ff))(x) = f(x) かつ (F(Gf))(x) = f(x) が成り立つ。

注意. 定理 6.4.2 を厳密に言い直せば、「f ∈ L1 かｔ f ∈ L1 ならば、あ
る f∗ ∈ C0 に対して f ∗(x) = f(x) が µn-a.e. x ∈ Rn で成り立ち、任意の
x ∈ Rn に対して (G(Ff∗))(x) = f(x) かつ (F(Gf∗))(x) = f(x)」である。
定理 6.4.2 より F と G は互いに逆写像の関係になっていることがわか

る。この意味で G を逆 Fourier 変換と呼び F−1 と書く。
定理 6.4.2 の証明のためには次の補題が必要になる。

補題 6.4.3. (X,M, µ) を測度空間、p ∈ [1,∞], f, f1, f2, . . . ∈ Lp(X, µ) で
あり、m → ∞ で ||fm − f ||p → 0 とする。このとき {fm}m≥1 の部分列で、
µ-a.e. x ∈ X において m →∞ で各点収束するものが存在する。
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証明. p = ∞ のときは明らか。p ∈ [1,∞) とする。いま

2−mµ({x||fk(x)− f(x)| ≥ 2−m)1/p ≤ ||f − fk||p
k →∞ で上の式の右辺は 0 に収束する。従って {fk}k≥1 の部分列 {gm}m≥1

で任意のmに対して Am = {x||gm(x)−f(x)| ≥ 2−m}とおくと µ(Am) ≤ 2−m

が成り立つものがとれる。このとき

µ(lim sup
m→∞

Am) ≤ µ(∪m≥kAm) ≤
∑
m≥k

2−m ≤ 2−k+1.

k → ∞ とすれば µ(lim supm→∞Am) = 0.従って µ-a.e. x ∈ X で x ∈
lim infm→∞(Am)c.すなわち µ-a.e. x ∈ X で m が十分大きいならば |gm(x)−
g(x)| < 2−m が成り立つ。つまり µ-a.e. x ∈ X で limm→∞ gm(x) = g(x).

定理 6.4.2 の証明. いま t > 0 に対して

ft(x) =
1

(2π)n

∫ ∫
f(z)e−iyzeixye−t|y|2dydz (6.4.4)

とおく。(6.4.4) の右辺の積分の被積分関数の絶対値は |f(z)e−t|y|2| でありこ
れは R2n の関数として可積分であるので、Fubini の定理より

ft(x) =
1

(2π)n/2

∫
f̂(y)eixye−t|y|2dy

ここで |f̂(y)eixye−t|y|2| ≤ |f̂(y)| であり f̂ ∈ L1. Lebesgue の収束定理（定
理 2.4.3）により任意の x ∈ Rn で

lim
t→0

ft(x) = (G(Ff))(x). (6.4.5)

一方 g(x) = e−t|x|2 , kt(x) = (4πt)−n/2e−|x|2/(4t) とおくと (6.4.4) に Fubini の
定理と例 6.3.1 を用いて

ft(x) =
1

(2π)n/2

∫
f(z)ĝ(z − x)dz =

∫
f(z)kt(x− z)dz = (f ∗ kt)(x)

いま ϕ(x) = (π)−n/2e−|x|2 , ϕs(x) = s−nϕ(x/s) とおくとき、kt(x) = ϕ2
√

t で
ある。例 6.2.5 により ϕ は 定理 6.2.4 の条件をみたす。従って定理 6.2.4 に
より、ft = f ∗ kt は t ↓ 0 で f に L1 の意味で収束する。補題 6.4.3 により
ft の部分列は f に a.e.x ∈ Rn で各点収束する。これと (6.4.5) により a.e.
x ∈ Rn で (G(Ff))(x) = f(x). いま (G(Ff)) ∈ C0 より、f ∈ C0 と考えて
よい。(F(Gf)) = f についても同様に示される。
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系 6.4.4. f, g ∈ L1 かつ Ff,Fg ∈ L1 とする。このとき、F(f · g) =
(2π)−n/2Ff ∗ Fg かつ G(f · g) = (2π)−n/2Gf ∗ Gg.

注意. f, g ∈ L1 かつ Ff ∈ L1 ならば定理 6.4.2 より f ∈ C0 ⊂ L∞. 従って
f · g ∈ L1.

証明. f̂ , ĝ ∈ L1 より補題 6.4.1-(4), 定理 6.4.2 より、G(f̂ ∗ ĝ) = (2π)n/2f · g.
いま f · g ∈ L1 であるから、再び定理 6.4.2 より f̂ ∗ ĝ = F(G(f̂ ∗ ĝ)) =
(2π)n/2F(f · g).

系 6.4.5. f, g ∈ L1 かつ Ff · Fg ∈ L1 ならば、∫
Rn

f(x)g(−x)dx =

∫
Rn

(Ff)(x)(Fg)(x)dx. (6.4.6)

とくに、 ∫
Rn

f(x)g(x)dx =

∫
Rn

(Ff)(x)(Fg)(x)dx. (6.4.7)

証明. Ff · Fg ∈ L1 なので定理 6.4.2 により、

f ∗ g = G(F(f ∗ g)) = G((2π)n/2Ff · Fg)

この式に x = 0 を代入すれば (6.4.6) が得られる。いま g∗(x) = g(−x) とお
くと F(g∗) = Fg. よって (6.4.6) で g の代わりに g∗ を代入すれば (6.4.7)
が得られる。

§6.5 Schwartz 空間上での Fourier 変換
補題 6.5.1. f ∈ S, α, β ∈ (N∗)n とするとき、

xβDα(Ff) = (−i)|α|+|β|F(Dβ(xαf))

xβDα(Gf) = i|α|+|β|G(Dβ(xαf))

証明. f ∈ S ならば任意の α, β(N∗)n に対して xαf ∈ S, Dβf ∈ S. よって補
題 6.3.2 および 6.4.1 を用いれば明らか。

定理 6.5.2. F および G は S から S の全単射であり、G◦F = F◦G = IS .
ただし IS は S から S への恒等写像である。さらに (·, ·) を L2 の内積とす
るとき、任意の f, g ∈ S に対して (f, g) = (Ff,Fg) が成り立つ。
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証明. f ∈ S とする。α, β ∈ (N∗)n に対して Dβ(xαf) ∈ S ⊆ L1 である。補
題 6.5.1および定理 6.3.3より xβDa(Ff) ∈ C0. 従って、|Ff |α,β < +∞. よっ
て Ff ∈ S が成り立つ。同様に Gf ∈ S. 従って F(S) ⊆ S,G(S) ⊆ S. 定
理 6.4.2により G◦F = F◦G = IS . とくに F は S から S への全単射である。
f, g ∈ S のとき、Ff · Fg ∈ L1. 従って (6.4.7) より (f, g) = (Ff,Fg).

定理 6.5.3. (V, || · ||V ), (U, || · ||U) をノルム空間とする。線型写像 f : V → U
に対して、次の３つの条件は同値である。
(1) f は V 上連続である。
(2) f は 0 で連続である。
(3) f は有界である。すなわちある c > 0 があって任意の v ∈ V に対して
||f(v)||U ≤ c||v||V .

定理 6.5.4. (V, || · ||V ) をノルム空間, (U, || · ||U) を Banach 空間とする。さら
に W を V の稠密な部分空間とする。いま有界線型写像 f : W → U に対し
て有界線型写像 F : V → U で F |W = f をみたすものがただ一つ存在する。
さらに supv∈V \{0} ||F (v)||U/||v||V = supv∈W\{0} ||F (v)||U/||v||V が成り立つ。
定理 6.5.5. F|S は L2 から L2 への内積を保つ線形な全単射（i.e. Unitary
map）に一意的に拡張できる。その拡張を F̃ とするとき、f ∈ L1 ∩L2 なら
ば Ff = F̃f である。とくに f ∈ L1 ∩ L2 ならば Ff ∈ L2 であり、∫

Rn

|f(x)|2dx =

∫
Rn

|(Ff)(x)|2dx (6.5.1)

(6.5.1) を Plancherel の公式という。
以後混乱を生じないときは F̃ を F と書き、L2 上の Fourier 変換という。

さらにこの意味での F の逆写像を F−1 と書き、L2 上の逆 Fourier 変換と
いう。

証明. F が L2 から L2 への内積を保つ線形写像に拡張できることは、定
理 6.5.2 と定理 6.5.4 より明らか。同様に G も L2 から L2 への内積を保つ線
形写像に拡張され、その拡張が F̃ の逆を与えることも明らかなので、F̃ が
全単射である。

f ∈ L1∩L2 とする。r > 0に対して fr = f ·χBr(x) とする。このとき n ≥ 1
に対して r が十分大きいならば ||f − fr||1 < 1/n, ||f − fr||2 < 1/n である。
さらに例 6.2.4 で ϕ として台コンパクトなものを選んでおくと fr ∗ϕs ∈ C∞

c

であり s ↓ 0 で ||fr − fr ∗ ϕs||1 → 0 かつ ||fr − fr ∗ ϕs||2 → 0. 従って、
gn ∈ C∞

c で ||fr − gn||1 ≤ 1/n かつ ||fr − gn||2 ≤ 1/n となるものがとれる。
以上より、{gn}n≥1 ⊆ C∞

c で limn→∞ ||f − fn||1 = limn→∞ ||f − fn||2 = 0 と

80



なるものがある。いま、補題 6.3.2-(1) により、||Ff −Fgn||∞ ≤ ||f − gn||1.
従って Fgn は n →∞ で Ff に一様収束する。一方 Fgn は F̃f に L2 で収
束する。補題 6.4.3 より Fgn の部分列で F̃f に a.e.x ∈ Rn で各点収束する
ものがとれる。いま 任意の x で n → ∞ のとき (Fgn)(x) → (Ff)(x) であ
るから (F̃f)(x) = (Ff)(x) が a.e.x ∈ Rn で成立する。従って L2 の要素と
して Ff = F̃f .

§6.6 Fourier 変換と微分方程式
α1, . . . , αm ∈ (N∗)n に対して

m∑
j=1

ajD
αju = f

が成り立つとき、両辺を Fourier 変換すると、

P (x)û(x) = f̂(x),

（ただし P (x) = a1iα1xa1+. . .+amiαmxαm）と書ける。従って、Q = F−1(1/P )
とおくと

u(x) = (2π)−n/2(Q ∗ f)(x)

が成り立つはずである。とりあえず n = 1 のときいくつかの例についてこの
議論を検証する。

A. Laplacian の場合
f ∈ S とする。∆ = d2/dx2 と定義する。すなわち u ∈ C2 に対して

(∆u)(x) = u′′(x) である。いま f ∈ S に対して、
∆u = f

をみたす u を考える。Fourier 変換により

−x2(Fu)(x) = (Ff)(x)

となるが、x−2 は（逆）Fourier 変換ができないので上の方法では解けない。
代わりに λ > 0 に対して、

−∆u + λu = f (6.6.1)
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を考える。Fourier 変換により

(λ + x2)(Fu)(x) = (Ff)(x)

ここで F−1(λ+x2)−1 =
√

π/(2λ)e−
√

λ|x| ∈ L1 より、gλ(x) = (2
√

λ)−1e−
√

λ|x|

とおけば、

u(x) = (gλ ∗ f)(x) =
1

2
√

λ

∫ ∞

−∞
e−
√

λ|x−y|f(y)dy (6.6.2)

となる。以上をまとめると、

定理 6.6.1. あたえられた f ∈ S に対して微分方程式 (6.6.1) をみたす u で
u ∈ S となるものがただ一つ存在し、(6.6.2) で与えられる。

いま λ > 0 に対して Gλf = f ∗ gλ と定義する。p ∈ [1,∞) に対して
||f ∗ gλ||p ≤ ||gλ||1||f ||p = λ−1||f ||p より Gλ : Lp → Lp は

||Gλf ||p ≤ 1

λ
||f ||p

をみたす有界線型作用素である。ここで Gλ = (λ − ∆)−1 となっている。
{Gλ}λ>0 は ∆ の resolevent、gλ は ∆ の λ-Green 関数とよばれる。

B. 熱（拡散）方程式
u : [0, +∞) × R → C は (0, +∞) × R 上で C∞ 級とする。さらに t ≥ 0

に対して ut(x) = u(t, x) とおくとき、任意の t ≥ 0 で ut ∈ S とする。いま
u が熱方程式

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
(6.6.3)

を任意の t > 0, x ∈ R で満たすとする。(6.6.3) を x に関して Fourier 変換
すると、

(F(
∂u

∂t
))(x) = (F(

∂2u

∂x2
))(x) = −x2(Fu)(x)

F と ∂/∂t が交換可能であると仮定し U(t, x) = (Fu)(t, x) とおけば
∂U

∂t
(t, x) = −x2U(t, x).

これを解いて
U(t, x) = e−tx2

U(0, x) = e−tx2
(Fu0)(x)
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となる。e−tx2 ∈ S より逆 Fourier 変換をおこなえば、

u(t, x) = (u0 ∗ kt)(x) =

∫ ∞

−∞

1

(4πt)n/2
e−

|x−y|2
4t u0(y)dy

（kt(x) は定理 6.4.2 の証明で与えたもの）　

C. 波動方程式
u : [0,∞) × R → C は (0, +∞) × R 上で C∞ 級であり、f, g ∈ S に対

して、
∂2u

∂t2
=

∂2u

∂x2
, (6.6.4)

u(0, x) = f(x),
∂u

∂t
(0, x) = g(x)

をみたすとする。(6.6.4) を波動方程式という。いま (6.6.4) を x に関して
Fourier 変換し、F と ∂2/∂t2 が交換可能であると仮定すれば

∂2Fu

∂t2
(t, x) = −x2(Fu)(t, x)

U(t, x) = (Fu)(t, x) とおいてこの t に関する常微分方程式を解けば、

U(t, x) = f̂(x) cos xt + ĝ(x)
sin xt

x

cos xt, sin xt/x はともに（逆）Fourier 変換可能ではないがとりあえず考察を
続ける。いま δa を a ∈ R に重みをもつ δ-関数とする。数学的には δa は R
上の Borel 測度で、δa(A) = χA(a) をみたすのものである。さて、

(F(δt + δ−t))(x) =
1√
2π

∫
e−ixy(dδt(y) + dδ−t(y)) =

2√
2π

cos xt

(Fχ[−t,t])(x) =
1√
2π

∫ t

−t

e−ixydy =
2√
2π

sin xt

x

従って
1√
2π
F−1(cos xt) =

δt + δ−t

2

1√
2π
F−1(sin xt/x) =

1

2
χ[−t,t]
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これより、

u(x, t) = (f ∗ (
δt + δ−t

2
))(x) +

1

2
(g ∗ χ[−t,t])(x)

=
f(x + t) + f(x− t)

2
+

1

2

∫ t

−t

g(x + s)ds.

以上の議論を正当化するためには超関数の理論が必要になる。
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Chapter 7

超関数

§7.1 Tempered distributions

定義 7.1.1. N ≥ 1 とする。u ∈ S(Rn) に対して、

|u|N =
∑

α,β∈(N∗)n:|α|,|β|≤N

|u|α,β

とおく。
命題 7.1.2. 任意の N ≥ 1 に対して | · |N は S 上の norm である。
定義 7.1.3. 線型写像 f : S → C に対してある N ≥ 1 とある c > 0 があっ
て任意の u ∈ S に対して

|f(u)| ≤ c|u|N (7.1.1)

が成り立つとき、f を tempered distribution（緩増大な超関数）という。tem-
pered distribution の全体を S ′ で表す。

f ∈ S ′, u ∈ S に対して f(u) を 〈f, u〉 と表す。
命題 7.1.4. S ′ は C-ベクトル空間である。
命題 7.1.5. (1) p ∈ [1,∞], N ∈ N∗ に対して

Lp
N = {f | f(x)

1 + |x|N ∈ Lp}

とする。f ∈ Lp
N に対して φf (u) =

∫
Rn f(x)g(x)dx と定義すると、φf ∈ S ′

である。
(2) p, q ∈ [1,∞], N, M ∈ N∗, f ∈ Lp

N , g ∈ Lq
M とする。tempered distribution

として φf = φg ならば a.e. x ∈ Rn に対して f(x) = g(x) である。
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上の命題より f ∈ ∪p∈[1,∞],N∈N∗L
p
N に φf ∈ S を対応させる写像は単射で

あることがわかる。以後、この意味で ∪p∈[1,∞],N∈N∗L
p
N を S ′ の部分集合と考

え、φf を f と同一視する。

補題 7.1.6. p ∈ [1,∞], N ∈ N∗ とする。このときある cn,p,N > 0 があって任
意の u ∈ S(Rn) に対して、uN(x) = |x|Nu(x) と定義すると

||uN ||p ≤ cn,p|u|n+N+1

が成り立つ。

証明. x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn に対して |x|∗ =
∑n

j=1 |xj| とする。|x|∗ ≥ |x| に
注意すると u ∈ S に対して

sup
x∈Rn

(1 + |x|n+1)|x|N |u(x)| ≤ sup
x∈Rn

(|x|N∗ + |x|n+N+1
∗ )|u(x)| ≤ c|u|n+N+1

（ただし c は n, N にのみ依存する定数）よって

|x|N |u(x)| ≤ c
|u|n+N+1

1 + |x|n+1

いま (1 + |x|n+1)−1 ∈ Lp なので補題が示される。

補題 7.1.7. 任意の 0 < r < R < ∞ に対して、ψ ∈ C∞
c で |x| ≤ r ならば

ψ(x) = 1, |x| ≥ R ならば ψ(x) = 0, 任意の x ∈ Rn で 0 ≤ ψ(x) ≤ 1 を満た
すものが存在する。

命題 7.1.4 の証明. (1) qを 1/p+1/q = 1となるように選ぶ。f ∈ Lp
N , u ∈ S

に対して、f ′(x) = f(x)/(1 + |x|N), uN(x) = |x|Nu(x) とおくと Hölder の不
等式および補題 7.1.6 より

|φf (u)| ≤
∫ |f(x)|

1 + |x|N (1 + |x|N)|u(x)|dx ≤ ||f ′||p(||u||q + ||uN ||q)
≤ (cn,0,q + cn,N,q)||f ′||p|u|n+N+1

従って φf ∈ S ′.
(2) p, q ∈ [1,∞), N = M = 0 の場合：定理 6.2.4 の ϕs をとり、x ∈ Rn

に対して ϕs,x(y) = ϕs(x − y) と定義する。ϕs,x ∈ S なので (f ∗ ϕs)(x) =
φf (ϕs,x) = φg(ϕs,x) = (g ∗ϕs)(x). 従って f ∗ϕs = g ∗ϕs. hn = f ∗ϕ1/n とお
けば定理 6.2.4 より limn→∞ ||f − hn||p = limn→∞ ||g − hn||q = 0. 補題 6.4.3
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により {hnj}j≥1 で a.e. x ∈ Rn に対して limj→∞ hnj(x) = f(x) = g(x) とな
るものがとれる。よって a.e. x ∈ Rn で f(x) = g(x).
一般の場合：補題 7.1.7 で r = N, R = 2N としたものを ψN とし fN =
fψN , gN = gψN とする。このときある p′, q′ ∈ [1,∞) で fN ∈ Lp′ , gN ∈ Lq′

である。いま φfN (u) = φf (ψNu) = φg(ψNu) = φgN (u). よって上の議論
から fN(x) = gN(x) が a.e. x ∈ Rn で成立する。|x| ≤ N では fN(x) =
f(x), gN(x) = g(x) であるので a. e. x ∈ BN(0) で f(x) = g(x). N は任意な
ので a.e. x ∈ Rn で f(x) = g(x).

命題 7.1.8. µ を Rn 上の Borel 正則な測度で、ある N ∈ N に対して、∫
Rn(1 + |x|N)−1dµ < +∞ とする。このとき、u ∈ S に対して、φµ(u) =∫
Rn udµ と定義すれば φµ ∈ S ′ である。
証明. φµ : S → C で線型であることは明らか。いま、|x| ≤ |x|∗ より
supx∈Rn(1 + |x|N)|f(x)| ≤ supx∈Rn(1 + (|x|∗)N) ≤ c|f |N （ただし c は f
によらない定数）これより、

|φµ(u)| =
∣∣∣ ∫

Rn

(1 + |x|N)u(x)(1 + |x|N)−1dµ
∣∣∣ ≤ c|u|N

∫
Rn

(1 + |x|N)−1dµ.

a ∈ Rn に対して δa を a に重みを持つ Dirac の δ-関数（測度）とすると、
φδa(u) = u(a) となる。δa と φδa を同一視して δa(u) = u(a) と考える。
定理 7.1.9.

L1
PG = {f |f : Rn → C,ある g ∈ L1 とある N ∈ N∗ に対して

f(x) = (1 + |x|N)g(x) が任意の x ∈ Rn で成立 }
と定義する。
(1) u ∈ S(Rn) に対して φf (u) =

∫
Rn f(x)u(x)dx と定義するとき φf ∈

S ′(Rn) である。さらに f, g ∈ L1
PG に対して tempered distribution として

φf = φg ならば a.e. x ∈ Rn で f(x) = g(x) である。
(2)

L1
PG = {f |f : Rn → C, f は可測でありある N ∈ N∗, c > 0 に対して∫

Br(0)

|f(x)|dx ≤ c(1 + rN) が任意の r ≥ 0 で成立する。}

(3) f : Rn → [0,∞) を可測とする。任意の u ∈ S(Rn) に対して fu は Rn

上可積分であり φf (u) =
∫

Rn f(x)u(x)dx と定義するとき φf ∈ S ′(Rn) とな
るための必要十分条件は f ∈ L1

PG である。
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L1
PG の PG は polynominal growth の略である。f ∈ Lp

N のとき 1/p +
1/q = 1 となる q をとりさらに M を (1 + |x|M)−1 ∈ Lq となるように選べば
Hölder の不等式より ∫ |f(x)|

1 + |x|N
1

1 + |x|M dx < ∞.

よって
∫

(1 + |x|NM)−1|f(x)|dx < ∞. 従って f ∈ L1
PG である。つまり任意

の N ∈ N∗、任意の p ∈ [1,∞] に対して Lp
N ⊆ L1

PG である。さらに L1
PG が

ベクトル空間となることも明らかである。
この定理の証明のため、

LPG = {f |f : Rn → C, f は可測でありある N ∈ N∗, c > 0 に対して∫
Br(0)

|f(x)|dx ≤ c(1 + rN) が任意の r ≥ 0 で成立する。}

とおく。

補題 7.1.10. f : Rn → [0, +∞) は可測とする。任意の u ∈ S(Rn) に対して
fu は Rn 上可積分であり φf ∈ S ′(Rn) とする。このとき f ∈ LPG である。

証明. 簡単のため n = 1 の場合で証明する。補題 7.1.7 の ψ で r = 1, R = 2
としたものを選ぶ。ここで a ≥ 1 に対して

ψa(x) =

{
1 (|x| ≤ a− 1)

ψ(|x| − a + 1) (|x| ≥ a− 1)

とおくとき ψa ∈ S(Rn). いま |x| ≥ a + 1 で ψ(n)
a (x) = 0 であり ||ψ(n)

a ||∞ ≤
||ψ(n)||∞ である。従って |ψa|m,k ≤ (a + 1)k||ψ(m)||∞. いま φf ∈ S ′(R) なの
である N ∈ N∗, c > 0 があって、|φf (u)| ≤ c|u|N . f(x) ≥ 0, ψa(x) ≥ 0 より、∫ a

−a

f(x)dx ≤
∫

f(x)u(x)dx ≤ c|ψa|N ≤ c′(a + 1)N ≤ c′′(1 + aN)

が成立する。よって f ∈ LPG.

定理 7.1.9 の証明. (1) は命題 7.1.4 より明らか。
(2) f ∈ L1

PG とするとき |f | ∈ L1
PG. |f | に補題 7.1.10 を使えば f ∈ L1

PG.
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逆に
∫

Br(0) |f(x)|dx ≤ c(1 + rN) とする。このとき Hölder の不等式により

∫
Rn

|f(x)|
1 + |x|N+2

χBm(0)dx =
m−1∑
k=0

∫
k≤|x|≤k+1

|f(x)|
1 + |x|N+2

dx

≤
m−1∑
k=0

1

1 + kN+2

∫
k≤|x|≤k+1

|f(x)|dx ≤ c
m−1∑
k=0

1 + (k + 1)N

1 + kN+2

いまある c1 > 0 に対して k ≥ 1 では (1 + (k + 1)N)/(1 + kN+2) ≤ c1/k2

であるので、上の式の最後の和は m → ∞ で収束する。単調収束定理より∫
Rn |f(x)|/(1 + |x|N+2)dx < ∞. よって f ∈ L1

PG.
(3) 補題 7.1.10 より φf ∈ S ′(Rn) ならば f ∈ LPG = L1

PG.逆に (1) より
f ∈ L1

PG ならば φf ∈ S ′(Rn).

§7.2 超関数の演算
命題 7.2.1. f ∈ L∞ ∩ C1 かつ p ∈ [1,∞] に対して ∂f

∂xk
∈ Lp とする。この

とき任意の u ∈ S に対して、

φ ∂f
∂xk

(u) = −φf (
∂f

∂xk
).

証明. n = 2, k = 1 の場合を証明する。いま u ∈ S に対して、

|u(x1, x2)| ≤ |u|2
1 + |x1|+ |x2|2 ≤

|u|2
1 + |x2|2

いま T > 0 に対して部分積分を行えば∫
R

( ∫ T

−T

∂f

∂x1
udx1

)
dx2 =∫

R
(f(T, x2)u(T, x2)− f(−T, x2)u(−T, x2))dx2 −

∫
R

∫ T

−T

f
∂u

∂x1
dx1dx2

(7.2.1)

いま
|
∫

R
f(T, x2)u(T, x2)dx2| ≤ ||f ||∞|u|2

∫
R

dx2

1 + T + |x2|2
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T →∞ とするとき Lebesgue の収束定理より上の式の右辺は 0 に収束する。
よって

∫
R f(−T, x2)u(−T, x2)dx2 についても同様に T → ∞ で 0 に収束す

ることがわかる。よって (7.2.1) で T →∞ とすれば∫
R2

∂f

∂x1
udx = −

∫
R2

f
∂u

∂x1
dx.

命題 7.2.2. f ∈ S ′ とする。u ∈ S に対して

fj(u) = −f(
∂u

∂xj
)

と定義すると、 fj ∈ S ′ である。fj を f の超関数の意味での xj-偏微分とい
い、 ∂f

∂xj
と書く。

命題 7.2.2 の仮定をみたすような f に関しては通常の偏微分と超関数の
意味での偏微分は一致する。

証明. f ∈ S ′ よりある c > 0 とある N ≥ 0 があって |f(u)| ≤ c|u|N . 従って

|fj(u)| ≤ c
∣∣ ∂u

∂xj

∣∣ ≤ c|u|N+1

定義 7.2.3. f ∈ S ′, α ∈ (N∗)n に対して

Dαf =
( ∂

∂x1

)α1 · · · ( ∂

∂xn

)αnf

と定義する。

f ∈ S ′, α ∈ (N∗)n, u ∈ S に対して
(Dαf)(u) = (−1)|α|f(Dαu)

が成り立つ。
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例 7.2.4. (1) n = 1 とする。a ∈ R のとき

Ha(x) =

{
0 (x < a)

1 (a ≤ x)

と定義する。Ha を Heaviside 関数という。u ∈ S に対して∫
R

Ha(x)u′(x)dx = −u(a) = −δa(u)

従って Ha の超関数の意味の微分は δa である。
(2) a ∈ Rn, α ∈ (N∗)n, u ∈ S に対して

(Dαδa)(u) = (−1)|α|δa(D
αu) = (−1)|α|(Dαu)(a)

命題 7.2.5. f ∈ L1
PG ∩ C1 とする。f の（従来の意味の）xk-偏導関数を fk

と書くことにする。いま fk ∈ L1
PG ならば f の超関数の意味での xk-偏微分

は fk と一致する。

補題 7.2.6. ϕ を定理 6.2.4 の条件をみたす関数とする。すなわち ϕ ∈ Sで
あり任意の x ∈ Rn に対して ϕ(x) ≥ 0 かつ

∫
ϕ(x)dx = 1 とする。ϕs(x) =

s−nϕ(x/s) とおくとき、任意の N ∈ N∗ と任意の u ∈ S に対して s ↓ 0 で
|u ∗ ϕs − u|N → 0 が成り立つ。

証明. Step 1: ψs(x) = (2π)n/2(Fϕ)(sx) =
∫

ϕ(y)e−isxydy とおく。γ ∈ (N∗)n

で |γ| ≥ 1 ならば h ∈ S に対して、lims↓0 ||hDγψs||1 = 0 である。
Step 1 の証明: Dγψs(x) = (−i)|γ|s|γ|

∫
yγϕ(y)e−isxydy. いま ϕ ∈ S より

Φ(y) = yγϕ(y) とおくと Φ ∈ S. 従って ||Dγψs||∞ = (2π)n/2s|γ|||FΦ||∞ ≤
s|γ|||Φ||1. Hölder の不等式より

||hDγψs||1 ≤ ||h||1||Dγψs||∞ ≤ s|γ|||h||1||Φ||1
これより Step 1 は明らか。
Step 2: 任意の v ∈ S, 任意の β ∈ (N∗)n に対して lims↓0 |v ∗ ϕs − v|0,β = 0.
Step 2 の証明: vβ(x) = xβv(x), (v ∗ ϕs)β(x) = xβ(v ∗ ϕs)(x) とおくと

|v ∗ ϕs − v|0,β ≤ ||(v ∗ ϕs)β − vβ ∗ ϕs||∞ + ||vβ ∗ ϕs − vβ||∞
いま vβ ∈ S. よって補題 6.1.4により lims↓0 ||vβ ∗ ϕs − vβ||∞ = 0.
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一方 Fv = v̂ とするとき

F((v ∗ ϕs)β − vβ ∗ ϕs) = i|β|(Dβ(v̂ψs)− (Dβ v̂)ψs) = i|β|
∑

γ+ω=β,|γ|≥1

Dωv̂Dγψs

Dωv̂ ∈ S より Step 1 を用いれば s ↓ 0 で ||Dωv̂Dγψs||1 → 0. 従って s ↓ 0
で ||F((v ∗ ϕs)β − vβ ∗ ϕs)||1 → 0. 逆 Fourier 変換を考えれば s ↓ 0 で

||(v ∗ ϕs)β − vβ ∗ ϕs||∞ ≤ (2π)−n/2||F((v ∗ ϕs)β − vβ ∗ ϕs)||1 → 0.

以上より Step 2 は示された。
Step 3: 任意の α, β ∈ (N∗)n に対して lims↓0 |u ∗ ϕs − u|α,β = 0.
Step 3 の証明: 補題 6.2.6 より Dα(u ∗ ϕs) = (Dαu) ∗ ϕs である。v = Dαu
とおくと v ∈ S であり |u ∗ ϕs − u|α,β = |v ∗ ϕs − v|0,β. 従って Step 2 より
Step 3 は明らか。
補題は Step 3 より明らかである。

系 7.2.7. 任意の u ∈ S(Rn) に対して {um}m≥1 ⊂ C∞
c (Rn) を「任意の

N ∈ N∗ に対して limm→∞ |um − u|N = 0」となるように選ぶことができる。
とくに F, G ∈ S ′(Rn) で任意の ϕ ∈ C∞

c (Rn) に対して F (ϕ) = G(ϕ) ならば
F = G である。

命題 7.2.5 の証明. 任意の u ∈ C∞
c に対して部分積分により

φfk
(u) =

∫
Rn

fkudx = −
∫

Rn

f
∂u

∂xk
dx = −φf (

∂u

∂xk
) =

∂φf

∂xk
(u)

u ∈ S に対して系 7.2.7 より {um}m≥1 ⊂ C∞
c で任意の N ∈ N∗ に対して

limm→∞ |um − u|N = 0 となるものがとれる。このとき　

φfk
(u) = lim

m→∞
φfk

(um) = lim
m→∞

∂φf

∂xk
(un) =

∂φf

∂xk
(u).

よって φfk
= ∂φf

∂xk
.

命題 7.2.8. f ∈ S ′, ϕ ∈ S あるいは ϕ は多項式とする。u ∈ S に対して
(fϕ)(u) = f(ϕu) と定義すると fϕ ∈ S ′ である。さらに

∂(fϕ)

∂xk
=

∂f

∂xk
ϕ + f

∂ϕ

∂xk

が成り立つ。fϕ を tempered distribution f と ϕ の積という。
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補題 7.2.9. N ≥ 0 に対して、ある cN > 0 があって任意の u, v ∈ S に対
して

|uv|N ≤ c|u|N |v|N .

命題 7.2.8 の証明. 任意の u ∈ S に対して |f(u)| ≤ c|u|N とする。このとき
補題 7.2.9 より |f(ϕu)| ≤ c|ϕu|N ≤ cNc|ϕ|N |u|N .さらに

∂(fϕ)

∂xk
(u) = −(fϕ)(

∂u

∂xk
) = −f(ϕ

∂u

∂xk
) = −f(

∂(ϕu)

∂xk
) + f(

∂ϕ

∂xk
u)

= (
∂f

∂xk
ϕ)(u) + (f

∂ϕ

∂xk
)(u)
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